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Aufgabe 29

Bestimmen Sie mit der Stepping-Stone-Methode einen Transportplan mit minimalen Kosten fiir das klassi-
sche Transportproblem mit folgenden Eingabedaten: Der Angebotsvektor laute (9,4,8), der Bedarfsvektor
(3,5,4,6,3) und die Kostenmatrix sei

10 20 5 9 10
2 10 8 30 6
1 20 7 10 4

Ermitteln Sie die Startlosung mit der Nordwestecken-Regel.

Aufgabe 30
Gegeben sei eine Matrix A € R™*". Durch Multiplikation der Zeilen und Spalten von A mit Skalierungs-
faktoren 7 € R™ und ¢ € R" soll eine Matrix A’ € R™*" mit den Eintrigen agj = 7 - a;; - ¢; entstehen,

deren Eintrége in [—1, 1] liegen. Dabei sollen die von 0 verschiedenen Eintrége “moglichst nah” an —1 oder 1
liegen. Gesucht ist genauer die Optimallosung des Problems

max Z log|ri-a;j-c;|, st |ri-a;-c;| <1
4,5:(a;;#0)

Zeigen Sie, dass sich das Problem mit Hilfe eines Transportproblems losen lasst. Tipps: Formulieren Sie es
dazu als Lineares Programm und substituieren Sie dabei ggf. Logarithmen durch neue Variablen. Betrachten
Sie schlieflich das duale Programm.

Aufgabe 31

a) Zeichnen Sie den abgebildeten Graphen G so als ebenen Graphen, dass sich der Knoten s am lin-
ken, ¢t am rechten, 2 am oberen und 3 am unteren dufleren Rand befindet. Hinweis: Ein mdogliches
Konstruktionsverfahren wird im Zusatzskript beschrieben.

b) Bestimmen Sie den (s, t)-Knotenzusammenhang kg (s, t) mit UppermostPathFirst(G, s,t). Zeichnen Sie
die dabei gefundenen Wege in die obere Abbildung ein.

c) Ist die Transformation in Teil a) notwendig, damit UppermostPathFirst korrekt arbeitet?
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Aufgabe 26

Gegeben sei ein zusammenhéngender, ungewichteter Graph G = (V, E) und eine ganze Zahl k > 1. Sei A der
Wert eines kardinalitéitsminimalen Schnittes in G. Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet der Algorithmus
von Karger einen Schnitt, dessen Kardinalitdt hochstens kA ist?

Aufgabe 27

Bestimmen Sie einen Gomory-Hu-Baum fiir folgenden Graphen. Bestimmen Sie dabei in jedem Schritt einen
minimalen (u, v)-Schnitt (ohne Angabe seiner Konstruktion), wobei erst « und dann v kleinstmdoglich gewahlt
werden. Beginnen Sie also mit einem (1, 2)-Schnitt.

Aufgabe 28

Fiihren Sie die folgenden beiden Probleme jeweils auf das Minimaler-(s, ¢)-Schnitt-Problem zuriick.

a) Sei D = (V, A) ein gerichteter Graph mit zwei Kantengewichten ¢, und d, fiir alle a € A sowie zwei
ausgezeichneten Knoten s,t € V. Gesucht wird eine Knotenmenge S C V mit s € S und ¢t ¢ S, die

Zé+(s) Cuv — Zﬁf(s) duy minimiert.
b) Sei D = (V, A) ein gerichteter, azyklischer Graph mit Kantengewichten ¢, fiir alle a € A. Fiir eine

Knotenmenge S C V heifit 67 (S) ein gerichteter Schnitt, wenn () # S # V und 6 (S) = (. Gesucht
wird ein maximaler gerichteter Schnitt. Tipp: Verwenden Sie Teil a).



Prof. Dr. Gerhard Reinelt 9
Dipl.-Math. Stefan Wiesberg

Institut fiir Informatik

Universitdt Heidelberg

_ Effiziente Algorithmen I
9. Ubungsblatt, Wintersemester 2015/16
Abgabetermin: 22.12.2015

Aufgabe 23
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit positiven Kantengewichten.

a) Beweisen Sie das Lemma aus der Vorlesung: Fiir alle Knotenmengen X, Y C V gilt:
c(8(X)) +c(0(Y)) > e(6(XUY)) +¢c(6(X NY)).

b) Seien X, Y CVmit X N Y # 0, X UY # V. Zeigen Sie: Sind 6(X) und §(Y) minimale Schnitte
von G, so auch (X UY) und §(X NY).

Aufgabe 24

Verwenden Sie den Algorithmus von Nagamochi und Ibaraki, um einen global minimalen Schnitt fiir den fol-
genden Graph zu bestimmen. Beginnen Sie dabei jede legale Ordnung mit der kleinstméglichen Knotennummer.

Aufgabe 25

Betrachten Sie folgende Variationen des randomisierten Algorithmus von Karger.

a) Zunichst werden ¢ Zufallsschrumpfungen nach Karger durchgefiihrt, fiir den Restgraph wird der mini-
male Schnitt exakt berechnet.

b) Zunéchst werden i Zufallsschrumpfungen nach Karger durchgefiihrt, fiir den Restgraph wird der Algo-
rithmus von Karger zweimal angewandt und das bessere Ergebnis iibernommen.

Wie oft muss man die beiden Variationen jeweils ausfithren, um zu garantieren, dass der minimale Schnitt
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% gefunden wird? Geben Sie eine exakte Formel sowie eine
Tabelle fiir verschiedene Werte der Knotenzahl n und der Schrumpfungstiefe i an.
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Aufgabe 20
Sei D = (V, A) ein Flussnetzwerk mit Kapazititen c¢(u, v) und Mindestfliissen I(u, v) fiir (u,v) € A. Beweisen
Sie das Min-Flow-Max-Cut-Theorem:

. _ I _
(s,t)—nlli‘llgss f |f| (s,t)—SglIlll?;i(t (S:T) Z (U, U) Z C(,U’ U)

ueS,weT ueS,weT

Aufgabe 21

Gegeben sei eine (p x ¢)-Matrix D mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrigen d;;. Weiter bezeichne r (i) die
i-te Zeilen- und c¢(j) die j-te Spaltensumme. All diese Summen seien grofler als Null. Angenommen, von
der Matrix seien nur die Zeilen- und Spaltensummen sowie die Werte fiir eine Teilmenge Y der Eintréige
bekannt. Ein Eintrag d;; ¢ Y heifit ungeschiitzt, wenn man seinen Wert aus den bekannten Werten schliefien
kann. Beschreiben Sie einen polynomialen Algorithmus, der alle ungeschiitzten Eintridge sowie ihre Werte
bestimmt.

Aufgabe 22

Zu Beginn des Algorithmus PreflowPush wird der Quelle s die Starthohe |V| zugewiesen. Zeigen Sie, dass
der Algorithmus korrekt bleibt, wenn s stattdessen die Starthshe |V| — 2 zugewiesen wird.
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Aufgabe 17

Eine Kantenmenge M C F in einem Graphen G = (V, E) heifit Matching, falls jeder Knoten in (V, M)
hochstens Grad 1 hat. Ist G bipartit mit Partitionsmengen Vi und V53, so ist die Nachbarschaft einer Menge
S C Vi definiert durch §(S) := {ve € V3 | es existiert ein v; € S mit vyvy € E}.

Beweisen Sie: G enthilt genau dann ein Matching der Kardinalitit |V;], wenn |§(S)| > |S| fiir alle S C V;
gilt. (Tipp: Vollstdndige Induktion iiber |V;]|.)

Aufgabe 18

Beweisen Sie, dass es zu jedem Flussnetzwerk D = (V, A) eine Folge von hochstens |A| augmentierenden
Wegen gibt, durch die ein maximaler Fluss gefunden wird.

Aufgabe 19

Gegeben sei das obige Netzwerk mit Kapazitéiten. Dabei sei M eine hinreichend grofie Zahl und ¢ = ‘/52_1.

a) Es seien die (s,t)-Wege Py = (s,2,3,t), P = (s,4,3,2,1,t), Py = (s,2,3,4,t) und P; = (s,1,2,3,t)
gegeben. Zeigen Sie: Im Ford-Fulkerson-Algorithmus ist es moglich, die Folge

POa P17P27P1;P3a P17P27P17P3a

als augmentierende Wege auszuwéhlen; insbesondere terminiert der Algorithmus bei dieser Wahl also
nicht. Betrachten Sie hierzu die Entwicklung der Restkapazititen der Kanten (2,1),(2,3) und (4,3)
und benutzen Sie die Identitit 1 — ¢ = ¢?, um diese als Potenzen von ¢ zu schreiben, sofern méglich.

b) Gegen welchen Wert konvergiert die Folge der Flusswerte? Welchen Wert hat ein maximaler (s, ¢)-Fluss?
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Aufgabe 14

Bestimmen Sie mit der Ungarischen Methode eine Zuordnung minimalen Gewichts fiir die folgende Kosten-
matrix und geben Sie dabei alle wesentlichen Zwischenschritte an.

21 35 12 26 30 11
34 18 21 6 22 27
3 8 24 28 12 14
3 20 25 22 16 11
15 4 8 16 4 6
3 5 32 9 4 18

Aufgabe 15

Sei G = (V,E) ein vollstindiger bipartiter Graph mit zwei gleich grofien, disjunkten Knotenpartitionen
ACVund B=V\ A. Jedem Knoten i € A (bzw. j € B) sei ein Gewicht a; > 0 (bzw. b; > 0) zugeordnet
und fiir die Kantengewichte gelte ¢;; = a;b; fir alle ij € E. Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus
an, der ein perfektes Matching mit minimalem Gesamtgewicht bestimmt und beweisen Sie seine Korrektheit.

Aufgabe 16

Gegeben sei ein bipartiter Graph G = (V, E) mit Kantengewichten ¢;; fiir ij € E. Es sei k die Anzahl der
verschiedenen Werte der Gewichte, also k < |E|. AuBlerdem sei eine Subroutine findAssignment(E’) mit
der Laufzeit O(v/V E’) bekannt, die fiir jede Kantenmenge E’ C E eine Zuordnung findet, die nur Kanten
aus E’ enthiilt oder ausgibt, dass keine solche Zuordnung existiert.

Geben Sie einen Algorithmus an, der das Balanced-Assignment-Problem in der Zeit O(k-+/V E) optimal 16st.
Gesucht ist hier eine Zuordnung, in der die Differenz zwischen dem gréfiten und dem kleinsten vorkommenden
Gewicht moglichst klein ist.
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Aufgabe 11

Formulieren Sie die folgenden Probleme aus der Vorlesung als lineare Programme mit Ganzzahligkeitsbedin-
gung an die Variablen.

a) Maximales-Branching-Problem

b) Maximales-Aboreszenz-Problem

Aufgabe 12

Betrachten Sie das Kiirzester-(s, t)-Weg-Problem mit nicht-negativen Kantengewichten.

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Programm mit Ganzzahligkeitsbedingung an die Variablen.

b) Formulieren Sie das duale Problem zum linearen Programm aus a) ohne Ganzzahligkeitsbedingung.
Interpretieren Sie die Bedeutung seiner Variablen.

Aufgabe 13

Formulieren Sie die Min-Max- und die Max-Min-Bottleneck-Variante des minimalen (s, t)-Wegs jeweils als
lineares Programm mit Ganzzahligkeitsbedingung an die Variablen. Beachten Sie dabei, dass die Kantenge-
wichte nicht positiv sein miissen.
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Aufgabe 8

Gegeben seien Zahlen aq,ao,...,a,, die aufsteigend sortiert sind, d.h. es gilt a1 < as < ... < a,. Seip € N.
Gesucht ist eine Partitionierung dieser Werte in Cluster mit folgenden Eigenschaften:

e Jedes Cluster enthéilt mindestens p Werte.
e Jedes Cluster enthélt nur aufeinanderfolgende Werte aus der Liste a1, as, ..., ay.

e Die Summe der quadratischen Abweichungen der Werte von den Mittelwerten ihrer Cluster soll so
klein wie moglich sein. Sei a(S) der Mittelwert von Cluster S. Dann ist die quadratische Abweichung
eines Wertes a; vom Mittelwert seines Cluster definiert durch (a; — a(S))?.

Formulieren Sie dieses Problem als ein Kiirzeste-Wege-Problem und veranschaulichen Sie Thre Losung mit
den folgenden Daten: p =2, n =26, a1 =0.5, a =0.8, a3 =1.1, ay = 1.5, a5 = 1.6, ag = 2.0.

Aufgabe 9

Geben Sie einen Algorithmus mit Laufzeit in O(V3) an, der in einem gerichteten Graphen mit nicht-negativen
Kantengewichten einen zweitkiirzesten Weg zwischen zwei vorgegebenen Knoten findet. Beweisen Sie dessen
Korrektheit. Beachten Sie dabei, dass die Lingen von kiirzestem und zweitkiirzestem Weg iibereinstimmen
konnen.

Aufgabe 10

Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus an, der in einem gerichteten Graph mit n Knoten und
reellen Kantengewichten aus dem Intervall (n —3,n — 1] kiirzeste Wege von einem Knoten s € V' aus zu allen
anderen Knoten berechnet. Beweisen Sie seine Korrektheit.
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Aufgabe 6

Wenden Sie einen Algorithmus zur Bestimmung eines maximales Branchings auf den folgenden Digraphen
an. Geben Sie dabei so viele Zwischenschritte an, dass Ihr Losungsweg nachvollziehbar wird.

Aufgabe 7

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu einem gewichteten Digraph eine minimale Arboreszenz mit vorge-
gebener Wurzel berechnet.
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Aufgabe 4

Fiir einen Graphen G = (V, E) mit Kantengewichten c, sei ein minimaler aufspannender Baum T gegeben.
Zu V werde ein Knoten v und zu E gewichtete Kanten hinzugefiigt, die inzident zu v sind. Gesucht ist ein
minimaler aufspannender Baum fiir den erweiterten Graphen. Kann man 7" dazu effizient verwenden?

Aufgabe 5

Sei G = (V, E) ein gewichteter Graph. Seien T und T zwei minimale aufspannende Biume in G.

a) Beweisen Sie, dass das maximale Kantengewicht in 77 und T5 gleich grof ist.

b) Gesucht ist ein aufspannender Baum 7' in G, dessen maximales Kantengewicht moglichst klein ist.
Beweisen Sie, dass hierfiir jeder MST-Algorithmus verwendet werden kann.

c) Seien L; und Lo die sortierten Listen der Kantengewichte von T} bzw. Ts. Beweisen Sie, dass L1 = Lo
gilt.
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Falls nicht anders angegeben, seien Graphen auf den folgenden Ubungsblittern stets als schleifenfrei und
ohne Mehrfachkanten anzunehmen. Laufzeitanalysen sollen stets nach dem Einheitskosten-Modell erfolgen.
Die Lisungen kénnen in Gruppen aus bis zu drei Personen eingereicht werden.

Aufgabe 1

Ein ungerichteter Graph heifit Baum, wenn er zusammenhiingend ist und keine Kreise enthilt. Sei G = (V, E)
ein ungerichteter Graph. Beweisen Sie:

a) G ist genau dann ein Baum, wenn es in G fiir jedes Paar (u, v) von verschiedenen Knoten genau einen
Pfad von u nach v gibt.

b) G ist genau dann ein Baum, wenn G zusammenhéngend ist und |E| = |V| — 1 gilt.

Aufgabe 2

Zu einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist der Graph G? = (V, E?) wie folgt definiert: Es ist genau
dann uv € E?, wenn es einen Knoten w € V gibt mit uw € E und vw € E. Beachten Sie, dass G?> demnach
Schleifen enthalten kann. Geben Sie einen méglichst effizienten Algorithmus an, der G2 berechnet, wenn . ..

a) G als Adjazenzmatrix gegeben ist.

b) G als Adjazenzliste gegeben ist.

Aufgabe 3

Eine Senke ist ein Knoten eines gerichteten Graphen D = (V, A) mit Eingangsgrad |V| — 1 und Ausgangs-
grad 0. Sei D durch seine Adjazenzmatrix gegeben. Zeigen Sie, dass in der Zeit O(V) festgestellt werden
kann, ob D eine Senke enthélt.



